
Ερωτήσεις ανάπτυξης 
 
 
1. * Να κατασκευάσετε το άθροισµα των διανυσµά-

των γβα rrr
++ . 

α

γ
β

 
 

2. * Για ποιες τιµές του πραγµατικού αριθµού λ ισχύει ( ) α<α−λ
rr

53  όπου 

α
r

0
r

≠ ;  
 

3.  ** Στο επίπεδο δίνονται τα µη µηδενικά διανύσµατα αr ,β
r
και , τα οποία 

ανά δυο είναι µη συγγραµµικά. Να βρείτε το άθροισµά τους αν το διάνυσµα 

+β  είναι συγγραµµικό µε το 

γr

αr
r

γr  και το διάνυσµα β
r

+ γr  είναι συγγραµµικό 

µε το α . 
r

 

4. * Έστω το παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και Μ το µέσο της ΒΓ. Αν pAB
r

= , 

q3A
r

=∆ , να εκφράσετε τα διανύσµατα ∆B και ΑΜ ως συνάρτηση των 

q,p
rr

. 

 
5. * Έστω ΑΒ ευθύγραµµο τµήµα και ένα εσωτερικό του σηµείο Γ τέτοιο ώστε 

ΑΓ = AB
4
3 . Αν τα διανύσµατα θέσης των Α, Β είναι α=

r
OA , β=ΟΒ

r
να 

εκφράσετε ως συνάρτηση των αr , β
r

 το διάνυσµα θέσης του σηµείου Γ. 

 

6. * Σε τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε ΑΡ=Γ+ 2AAB , όπου Ρ σηµείο του επιπέδου του. 
Να αποδείξετε ότι το σηµείο Ρ ταυτίζεται µε το µέσο της ΒΓ. 
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7. * Έστω Α, Β, Γ, ∆ τέσσερα σηµεία του επιπέδου µη συνευθειακά. Να βρείτε 

σηµείο Μ του επιπέδου τέτοιο ώστε 0AAB
r

=ΑΜ+Α∆+Γ+ . 
 
8. ** Τα σηµεία Μ και Ν είναι τα µέσα των πλευ-

ρών ΒΓ και Γ∆ του παραλληλόγραµµου ΑΒΓ∆. 

Να εκφράσετε το διάνυσµα ΑΓ  ως συνάρτηση 

των α=
r

AM  και β=
r

AN . 

∆ Γ

Α Β

Μα
β

Ν

 

 
9.  ** Έστω ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ // Γ∆ και ΑΒ < Γ∆) µε µια γωνία 

ίση µε 60ο. Προεκτείνουµε τις πλευρές Α∆ και ΒΓ οι οποίες τέµνονται στο Ο. 

Αν α=
r

AB , β=Α∆
r

 και β=α
r
να εκφράσετε τα διανύσµατα ΒΓ , Γ∆ , 

∆O  και ΟΓως συνάρτηση των αr  και β
r

. 

 
10. * Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και σηµείο Μ του επιπέδου του. Να δείξετε ότι το 

ΜΓ−ΜΒ+ΜΑ= 2ur  είναι ανεξάρτητο από τη θέση  του σηµείου Μ. 
 

11. * Σε ένα τετράπλευρο ΑΒΓ∆ έχουµε β+α=ΑΒ
rr

2 , β−α−=ΒΓ
rr

4  και 

β−α−=Γ∆
rr

35 . Να αποδείξετε ότι το ΑΒΓ∆ είναι τραπέζιο. 

 
12.  ** Στις πλευρές ΟΑ και ΟΒ ενός ορθογωνίου ΟΑΓΒ παίρνουµε µοναδιαία 

διανύσµατα i
r

 και j
r

 αντιστοίχως. Αν ΟΑ = 3 και ΟΓ = 5, να εκφράσετε τα 

διανύσµατα OA , OB , ΒΓ , ΑΓ  και ΟΓ  ως συνάρτηση των i
r

, j
r

. Στη 

συνέχεια αν Μ, Ν είναι τα µέσα των ΒΓ και ΑΓ αντιστοίχως, να εκφράσετε 

τα διανύσµατα OM  , ON  και MN  ως συνάρτηση των i
r

, j
r

. 
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13.  * Αν u ji2
rrr

−=  και j6i3v
rrr

+−=  υπολογίστε το διάνυσµα: 

)uv()v rrr
+−+u5(w rr

= 3v
3
2u2 rr

+− . 

 
14.  *** Τα σηµεία Α, Β, Γ είναι κορυφές τριγώνου και 

τα σηµεία Μ, Ν, και Κ είναι τα µέσα των πλευρών 

ΒΓ, ΓΑ και ΑΒ αντιστοίχως. Αν β=ΒΓα=
rr

,AB  

και γ=ΓΑ
r

 να βρείτε: 

α) Tο άθροισµα  γβα rrr
++

β) Το άθροισµα ΓΚ+ΒΝ+ΑΜ . 

Α

ΝΚ

ΜΒ Γ  

 
15.  * Τα σηµεία Α, Β και Γ είναι κορυφές 

τριγώνου και τα ∆, Ε και Ζ τα µέσα των 
πλευρών του ΒΓ, ΑΓ και ΑΒ αντιστοί-

χως. Αν γ=ΑΒ
r

, β=ΑΓ
r

 και Μ το µέσον 

του ΕΖ, τότε: 

α)  Να εκφράσετε τα διανύσµατα Α∆  και 

ΑΜ  ως συνάρτηση των β
r

 και γr . 

 
Α

Ζ Μ

Β Γ

Ε

∆

βγ

 

β) Τι συµπεραίνετε για τα σηµεία Α, Μ και ∆; 
 
16.  ** ∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και επί των πλευρών του τα σηµεία Μ, 

Ν, Ρ, Σ τέτοια ώστε ΑΒ=ΑΜ
3
1 , Γ∆=Γ

3
1P , ΒΓ=ΒΝ

3
2 , Α∆−=∆Σ

3
2 . 

Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΜΝΡΣ είναι παραλληλόγραµµο. 
 

17.  * ∆ίνονται τα διανύσµατα )1,3( −=α
r

, β
r

= (1, -2) και γr = (1, -7). Να 

εκφράσετε το  ως γραµµικό συνδυασµό των γr αr  και β
r

. 
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18.  ** Τα σηµεία Μ και Ν διαιρούν την πλευρά ΒΓ 
του τριγώνου ΑΒΓ σε τρία ίσα τµήµατα. Αν 

α=
r

AB  και β=ΑΓ
r

, να εκφράσετε τα 

διανύσµατα ΑΜ και ΑΝ  συναρτήσει των αr  και 

. β
r

α β

Β Μ Ν Γ

Α

 

 
19.  ** Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ, ∆ και Ε είναι τα µεσα 

των ΑΒ και ΑΓ. Προεκτείνουµε το ∆Ε κατά 

τµήµα ΕΖ = ∆Ε. Αν α=∆
r

A  και β=
r

AE , να 

εκφράσετε ως συνάρτηση των α
r

 και β
r

 τα 

διανύσµατα:   α) ∆Ε      β) ∆Ζ      γ) ΖΓ  

Α

Β

∆

Γ

α β

ΖΕ

 
Ποιο συµπέρασµα προκύπτει για το τετράπλευρο Α∆ΓΖ από τη σύγκριση 

των διανυσµάτων Α∆  και ΖΓ ; 
 

20. ** Στο διπλανό σχήµα ισχύει α=
r

4OA , 

γ=ΟΓ
r

3  και γ+α=ΟΒ
rr

2 . 

α) Να εκφράσετε ως συνάρτηση των 

, , α
r

β
r

γr  τα διανύσµατα ΓΒ και ΑΒ . 

β) Προεκτείνουµε τα τµήµατα ΟΑ, ΟΒ και 
ΟΓ µέχρι τα σηµεία ∆, Ε και Ζ 
αντιστοίχως  έτσι  ώστε   ΟΓ  =  ΓΖ,  

3γ

Α
∆

Β

Γ Ε

Ζ

Ο  

2
1

=
Α∆
ΟΑ

=
ΒΕ
ΟΒ . Να εκφράσετε τα διανύσµατα ΖΕ  και Ε∆  ως 

συνάρτηση των , , α
r

β
r

γr  και να δείξετε ότι τα σηµεία Ζ, Ε, ∆ είναι 

συνευθειακά. 
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21.  ** Έστω το διάνυσµα )5,2(−=ν
r

. Να βρείτε όλα τα διανύσµατα µε πέρας το 

σηµείο Α (3, 1) και τα οποία να είναι αντίρροπα του ν
r

. 
 
22.  * ∆ίνονται τα σηµεία Α (1, 3), Β (2, 4) και Γ (5, 14). Να βρείτε τα µέτρα των 

διανυσµάτων ΑΓ+AB  και ΑΓ−ΑΒ . 

 
23.  * ∆ίνονται τα σηµεία Α (5, 8), Β (-6, 3) , Γ (9, 4). 

α) Υπολογίστε τις συντεταγµένες του )(
2
1v ΒΓ+ΑΓ=

r . 

β) Ποιες είναι οι συνιστώσες του vr ; 
 

24.  * Έστω τα διανύσµατα  = (1, 2) , α
r

β
r

 = (2, -3) , γr  = (3, 2). Να βρείτε τους 

πραγµατικούς αριθµούς x, y ώστε να ισχύει 0yx
rrrr

=γ+−α β . 

 
25.  * ∆ίνεται τετράγωνο ΑΒΓ∆. Σε κάθε µια από τις παρακάτω περιπτώσεις να 

βρείτε το άθροισµα γβα rrr
++ . 

 
Β

α
β

γ

Α ∆

Γ Β

α
β

γ

Α ∆

ΓΒ

α
β

γ

Α ∆

Γ Β α

β

γ

Α ∆

Γ

 
 
 

26.  ** Έστω τα διανύσµατα ji2
rrr

+=α  , j5i4
rrr

+=β , i8
rr

=γ , j3i8
rrr

+−=δ . Να 

βρείτε διανύσµατα  που είναι συγγραµµικά τωνω
r

,y,x rr αr ,β
r

, γr  και τα οποία 

να έχουν άθροισµα το διάνυσµα δ
r

. 
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27.  ** Στο διπλανό σχήµα φαίνεται κανονικό εξά-

γωνο ΟΑΒΓ∆Ε µε 4OA = . Να εκφράσετε τα 

διανύσµατα ∆ΓΕ∆ΟΒΟΓ ,,,,OE ,ΓΒ  και ΒΑ

ως συνάρτηση των µοναδιαίων διανυσµάτων 

i
r
και j

r
. 

Ο Α

Β

Γ∆

Ε

y

i
j

x
 

 
28.  ** Οι κύκλοι που φαίνονται στα σχήµατα είναι χωρισµένοι σε τρία ή τέσσε-

ρα ίσα µέρη. 

α

β
γ α

β

γ
α

δ

β
γ

α

δ

β
γ

δ

α
β
γ

 
 
Σε κάθε περίπτωση να βρείτε το άθροισµα των τριών ή τεσσάρων 
διανυσµάτων που έχουν σηµειωθεί. 

 
 

29.  * Έστω κύκλος κέντρου Κ και ΑΒ µια διάµετρος αυτού. Αν τα διανύσµατα 

θέσης των Κ και Α είναι j3i3
rr

+−=ΟΚ  και j4i2OA
rr

+= , να βρείτε το 

διάνυσµα θέσης του σηµείου Β. 
 
30.  * Έστω τα σηµεία Α (1, 2), Β (0, 3) και Γ (5, x). Να βρείτε τον πραγµατικό 

αριθµό x έτσι ώστε τα σηµεία Α, Β, Γ να είναι συνευθειακά. 
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31.  ** ∆ίνονται τέσσερα µη συνευθειακά σηµεία Α, Β, Γ, ∆ για τα οποία ισχύει 

ΑΒ=∆Γ 2 .Έστω Μ το µέσο της ΒΓ και Ο το σηµείο τοµής των ΑΓ και ∆Μ. 

Αν α=ΑΒ
r

 και β=Α∆
r

, να εκφράσετε τα διανύσµατα ΑΟΑΓ∆ΜΒΓ ,,,  και 

∆Ο ως συνάρτηση των α  , β
r r

. 

 

32.   ** ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και έστω α=ΑΒ
r
και β=ΑΓ

r
. Αν G είναι το κέν-

τρο βάρους του τριγώνου ΑΒΓ, να εκφράσετε το διάνυσµα AG ως 

συνάρτηση των  και β . α
r r

 
33.   ** ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρείτε το βαρύκεντρο του τριγώνου, όταν στις 

κορυφές Α,Β,Γ έχουν τοποθετηθεί βάρη α,β,γ αντιστοίχως στις περιπτώσεις 
α) α = β = 1, γ = 2 

β) 
4
1,

3
1,

2
1

=γ=β=α . 

 
34. * Οι κορυφές ενός τριγώνου ΑΒΓ έχουν συντεταγµένες Α (1, 4), Β (2, 6) και 

Γ (2, 1). Αν στα Α, Β, Γ τοποθετηθούν βάρη 2, 3, 4 αντιστοίχως, να βρείτε 
τις συντεταγµένες του βαρύκεντρου του τριγώνου ΑΒΓ. 

 
35. * Έστω τα σηµεία Α (-4, 5) και Β (1, -5) στα οποία έχουν τοποθετηθεί βάρη 

2, 3 αντιστοίχως. Να βρείτε το βαρύκεντρο των Α, Β. 
 

36. ** Ένα οµοιογενές φύλλο λαµαρίνας 
ΟΑΒΓ∆ αποτελείται από ένα 
τετράγωνο ΟΑΓ∆ και ένα ορθογώνιο 
και ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε (ΑΓ) = 
(ΑΒ) = 2α και (ΟΒ) = 4α. Να βρείτε το 
κέντρο βάρους του σώµατος.  

Β
ΑΟ

Γ∆ 2α

4α x

y

G(x,y)
G

G 1

2
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37. ** Έστω τρίγωνο ΑΒΓ, στις κορυφές Β,Γ,Α του οποίου έχουν τοποθετηθεί 
βάρη 1, 1, 5 αντιστοίχως. Να βρείτε το βαρύκεντρο του τριγώνου αυτού. 

 
38. ** Είναι γνωστό από τη Χηµεία ότι ένα 

µόριο νερού (Η2Ο) αποτελείται από ένα 
άτοµο οξυγόνου Ο και δυο άτοµα 
υδρογόνου Η. Από πειραµατική 
διαδικασία διαπιστώθηκε ότι τα άτοµα 
αυτά  σχηµα-  

Α

ΓΒ

105ο

Η Η

=~
Ο

 

τίζουν ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε m και 

. Θεωρούµε ότι στις κορυφές Α, Β, Γ έχουν τοποθετηθεί βάρη 
16, 1, 1 αντιστοίχως. Να βρείτε το βαρύκεντρο του ΑΒΓ. 

1010096,0AAB −⋅≅Γ=
ο≅ΓΑΒ 105ˆ

 
39.  ** α) Έστω  τα σηµεία Α (-4, 5) και Β (1, -5) στα οποία έχουν τοποθετηθεί 

βάρη 2, 3 αντιστοίχως. Να βρείτε το βαρύκεντρο G των Α, Β. 
β)  Αν γίνει εναλλαγή των βαρών, να βρείτε το νέο βαρύκεντρο G΄.  

γ)  Να βρείτε το GG΄ . 

 
40. ** Στις κορυφές ενός τριγώνου ΑΒΓ έχουν τοποθετηθεί ίσα βάρη. Έστω G 

το βαρύκεντρο του τριγώνου αυτού. Αν Α (-7, -1), Β (-2, -9) και G (0, 0), να 
βρείτε τις συντεταγµένες της κορυφής Γ. 

 
41. ** Έστω Α, Β, Γ σηµεία του επιπέδου. 

α) Αν στα Α, Β έχουν τοποθετηθεί βάρη 2,1 αντιστοίχως, να βρείτε το 
βαρύκεντρο των Α, Β. 

β)  Να βρείτε τα σηµεία Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει 

02
r

=ΑΓ+ΜΒ+ΜΑ . 
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42. ** Έστω τρίγωνο ΑΒΓ µε  κορυφές  Α (3, 5) , Β (-3κ, 2), Γ (2κ, κ + 1) , κ ∈ R. 
Αν στις κορυφές Α, Β, Γ τοποθετηθούν βάρη 2, 3, 5 αντιστοίχως και το 
βαρύκεντρο G του τριγώνου ΑΒΓ βρίσκεται πάνω στον άξονα y΄y, να βρείτε 
τον αριθµό κ. 

 
43. ** Έστω G1 το βαρύκεντρο ενός τριγώνου ΑΒΓ στις κορυφές του οποίου 

έχουν τοποθετηθεί ίσα βάρη και G2 το βαρύκεντρο ενός άλλου τριγώνου Α΄ 
Β΄ Γ΄ στις κορυφές του οποίου έχουν τοποθετηθεί πάλι ίσα βάρη. Αν G είναι 
το βαρύκεντρο των σηµείων Α, Β, Γ, Α΄, Β΄, Γ΄, να αποδείξετε ότι τα σηµεία 
G1, G2, G είναι συνευθειακά. 

 

44. ** Να βρείτε το κέντρο βάρους οµοιογενούς 
φύλλου λαµαρίνας του διπλανού σχήµατος µε 
ΟΑ = ΟΒ = 12 cm, BΓ = ∆Γ = 6 cm και 

.     ο=Ε=Γ== 90ˆˆB̂Â Ο

y

A E

∆ Γ

Β x
 

 
45. ** Να βρείτε το κέντρο βάρους οµοιογενούς 

φύλλου λαµαρίνας y του διπλανού σχήµατος µε 

ΟΑ = α, ΟΒ = β, 
2

B α
=Γ , 

2
β

=Α∆  και 

. ο=Γ=∆=Β=Α 90ˆˆˆˆ
Ο

y

B Γ

A x

∆

 
 

46. ** Έστω οµοιογενής κυκλική πλάκα (Ο, R) 
σταθερού πάχους. Αφαιρούµε κυκλική πλάκα 
(Κ, R/2), όπως φαίνεται στο σχήµα. Να βρείτε το 
κέντρο βάρους της πλάκας που απέµεινε. 

O
Κ
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47. * Να βρείτε το έργο που παράγεται όταν ένα αντικείµενο µετατοπίζεται κατά 

τη διεύθυνση του διανύσµατος j2i3v
rrr

+= , αν η δύναµη που ενεργεί  

σ’ αυτό αντιπροσωπεύεται από το διάνυσµα ji2F
rr

−= . 

 
48. * Για να µετακινηθεί ένα σώµα κατά 20 cm και κατά τη διεύθυνση ΟΑ 

χρειάζεται να ασκηθεί δύναµη F = 200Ν, η οποία σχηµατίζει µε την ΟΑ 

γωνία 
3
π . 

α) Να βρείτε το έργο που παράγει η δύναµη F . 
β) Ποια δύναµη πρέπει να ασκηθεί κατά τη διεύθυνση της ΟΑ, ώστε να 

απαιτείται το ίδιο έργο για τη µετατόπιση του σώµατος; 
 

49. ** Σε ένα ορθοκανονικό σύστηµα δίνεται η υπερβολή 
x
6y =

 
και τα σηµεία 

της A και Β τέτοια ώστε 2iOA −=⋅
r

 και 3iOB =⋅
r

, όπου i
r

 το µοναδιαίο 

διάνυσµα του άξονα x΄x. Να βρείτε το µέτρο του διανύσµατος OB3OA +2 . 
 

50.  ** Αν , α
r

β
r

 είναι µη µηδενικά διανύσµατα και ισχύει βαβα
rrrr

+=+ , να 

αποδείξετε ότι , β είναι συγγραµµικά. αr
r

 

51.  * Αν α
r

 = β
r

, να δείξετε ότι β−α⊥β+α
rrrr

. 

 

52.  * Να βρείτε τον λ ∈ αν τα διανύσµατα  R ji)3( 2
rrr

+λ−λ=α  και β  

είναι ορθογώνια. 

j2i
rrr

+=

 

53.  * Να βρείτε τη γωνία των διανυσµάτων ji4
rrr

+=α και β
r

= j2i
rr

− . 
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54.  ** Στο διπλανό σχήµα έχουν σχεδιαστεί 

τα διανύσµατα , και α
r

β
r

γr . 

α) Να γράψετε τα διανύσµατα µε τη 
βοήθεια των συντεταγµένων τους.  

β) Να βρείτε το εσωτερικό γινόµενο 

)γβ(α rrr
+⋅ . 

O i

j

α
β

γ

 
 

55.  ** ∆ίνονται τα διανύσµατα α
r

 = (3, -2), β
r

 = (1, 2) και γr  = (-1, 4). Να βρείτε 

τα διανύσµατα R, ∈λκλ+ακ=δ ,β
rrr

 που είναι κάθετα στο γr  και έχουν 

µέτρο 1. 
 

56.   ** Έστω τρίγωνο ΑΒΓ µε κορυφές Α (-2, -1), Β (-2, 3), Γ (x, -1), . Rx∈
α) Να βρείτε το x έτσι ώστε το τρίγωνο ΑΒΓ να είναι ορθογώνιο µε 

. o90Â =

β) Αν ΑΓ = 3, να βρείτε το µήκος της υποτείνουσας του τριγώνου. 
 

57. ** Έστω , α
r β

r
 µη µηδενικά διανύσµατα και το διάνυσµα 

βηµω+ασυνω=γ
rrr

, π≤ω≤ 20 . Να βρείτε το ω ώστε: 
r r

α) Τα διανύσµατα ,α γ να είναι οµόρροπα.  
r

β) Τα διανύσµατα α , γr  να είναι αντίρροπα.  

γ) Το διάνυσµα γr να είναι οµόρροπο µε το α
r

+β
r

. 
r

δ) Το διάνυσµα γr  να είναι αντίρροπο µε το α
r

+β . 
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58.  ** Αν θ είναι η γωνία δυο διανυσµάτων )α,α(α 21=
r

, )β,β(β 21=
r

να 

αποδείξετε ότι 
2

2
2

1
2

2
2

1

1221

β+β⋅α+α

βα−βα
=ηµθ . 

 

59.  ** Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει 2AB = , 4=ΑΓ και η γωνία των AB  και 

ΓA  είναι 
3
π , να βρείτε τη γωνία που σχηµατίζει η διάµεσος ΑΜ του 

τριγώνου µε την πλευρά ΑΒ. 
 

 

60.  * Έστω το διάνυσµα j3i2
rrr

−=α

α

. Να αποδείξετε ότι τα διανύσµατα του 

επιπέδου που είναι κάθετα στο 
r

, έχουν τη διεύθυνση του διανύσµατος 

j2i3
rr

+ . 

 

61. ** Έστω το διάνυσµα j2i
rrr

+=α . Να βρείτε το διάνυσµα 

µε µέτρο 1 το οποίο είναι κάθετο στο Ry,x),y,x(u ∈=
r αr . 

 

62.  ** Έστω τα διανύσµατα j7i2
rrr

+=α , j3i
rrr

−=β .Να αναλύσετε το διάνυσµα 

 σε δυο συνιστώσες από τις οποίες η µια να είναι παράλληλη στο και η 

άλλη κάθετη στο β . 

αr β
r

r

 
63.  ** Τα σηµεία Α και Β έχουν διανύσµατα 

θέσης ji2
rr

+  και j3i4
rr

+  αντιστοίχως. Τα 

σηµεία  
Κ και Λ είναι τα µέσα των ΟΑ και ΑΒ. 
Να βρείτε τη διανυσµατική εξίσωση  
i) της ευθείας ΑΒ,    ii) της ευθείας ΚΛ. 

O x
K

Λ

Β

Α

y
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64. ** Σε ένα ορθοκανονικό σύστηµα xOy δίνονται τα σηµεία Α και Β µε 

διανυσµατικές ακτίνες αr  και β
r

 αντιστοίχως, τα οποία δεν είναι 

συγγραµµικά µε το Ο. Θεωρούµε και τις διανυσµατικές εξισώσεις 

ε1: βλ+αλ−=
rrr

)4(r  και ε2: β−µ+αµ= +
rrr

)5()1(r .3  

α) Να αποδείξετε ότι οι εξισώσεις ε1  και ε2 είναι εξισώσεις ευθειών.         

β) Να βρείτε το σηµείο τοµής των ευθειών αυτών. 
 
 

65. * ∆ίνονται τα σηµεία Α(3,-2) και Β(1,-4). 
α) Να βρείτε τη διανυσµατική εξίσωση της ευθείας ΑΒ. 
β) Να βρείτε την Καρτεσιανή εξίσωση της ευθείας ΑΒ. 

 
 

66. ** Σε ένα καρτεσιανό σύστηµα ένα κινητό κινείται ευθύγραµµα ξεκινώντας 
από το σηµείο Α (-1, 1) και παράλληλα στο διάνυσµα )2,12(u =

r . Ένα 

δεύτερο κινητό κινείται επίσης ευθύγραµµα ξεκινώντας από το σηµείο  
Β (2,-1) συγχρόνως µε το πρώτο και παράλληλα στο διάνυσµα )6,6(v =r . 

α) Να βρείτε την απόσταση των δυο κινητών πριν την εκκίνηση. 
β) Να βρείτε τις εξισώσεις των τροχιών των δυο κινητών. 
γ) Να βρείτε το σηµείο στο οποίο θα συναντηθούν. 
 
 

67. ** Η καρτεσιανή εξίσωση µιας ευθείας  ε είναι 03 8y4x =+− . Να βρείτε τη 

διανυσµατική εξίσωση της ευθείας ε. 
 
 

68. ** Να βρείτε τις εξισώσεις των πλευρών τετραγώνου ΑΒΓ∆ πλευράς α, αν 
ως σύστηµα συντεταγµένων πάρουµε αυτό που ορίζεται από τις διαγωνίους 
του. 

 
69. ** ∆ίνονται οι ευθείες  
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ε1: )ji(i2r
rrrr

−λ+= , R∈λ ,        ε2: R),j3i3(i2r ∈µ+µ+−=
rrrr

  

Έστω Α το σηµείο τοµής τους, ∆ το σηµείο τοµής της ε2 µε τον άξονα xx΄ 
και Ε το σηµείο τοµής της ε1 µε τον άξονα x΄x. Να βρείτε: 
α)  τις συντεταγµένες των Α, ∆, Ε. 
β)  το εµβαδό του τριγώνου Α∆Ε. 
γ)  τις συντεταγµένες του κέντρου βάρους G του τριγώνου Α∆Ε αν  

i)  στις κορυφές Α, ∆, Ε τοποθετηθούν ίσα βάρη  
ii)  στις κορυφές Α, ∆, Ε τοποθετηθούν βάρη 5, 4, 7 αντιστοίχως. 

 
70. * H διανυσµατική εξίσωση µιας ευθείας ε είναι:    

R),j3i(j2i3r ∈λ+−λ++=
rrrrr

.  

Να βρείτε τις παραµετρικές εξισώσεις της ε. 
        

71.  ** Έστω οι ευθείες  , 




λ−=
λ+=
24y

3x
R∈λ  και  , µ  

αντιστοίχως.  




µ+=
µ−=

52y
24x

R∈

α) Να βρείτε τις συντεταγµένες των διανυσµάτων που είναι παράλληλα στις 
ευθείες. 

β) Να βρείτε το διάνυσµα θέσης του σηµείου τοµής των ευθειών. 
 

72. ** Να βρείτε τη διανυσµατική εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από την 

αρχή των αξόνων  και είναι παράλληλη στο διάνυσµα R),1,(u 2 ∈µµ=
r . 

Στη συνέχεια να εξετάσετε για τις διάφορες τιµές του R∈µ  τη σχετική θέση 

των ευθειών ε και δ: 2x - y = 0. 
 
73. * Ισοπλεύρου τριγώνου ΑΒΓ, η πλευρά του ΒΓ = α βρίσκεται πάνω στον 

άξονα x΄x, το δε ύψος τους πάνω στον άξονα y΄y. Να βρείτε: 
α) τις διανυσµατικές εξισώσεις των πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ. 
β) το διάνυσµα θέσης της κορυφής Α και την απόσταση του Α από τη ΒΓ. 

74. ** Να βρείτε την απόσταση:  
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α) του σηµείου µε διάνυσµα θέσης j6i4
rr

+  από την ευθεία µε εξίσωση 

)j4i3(j
2
3i2r

rrrrr
+−λ++= . 

β) το διάνυσµα που είναι παράλληλο στην παραπάνω ευθεία  και έχει µέτρο 3 
µονάδες. 

 

75. ** Έστω Α, Β σηµεία του επιπέδου µε διανύσµατα θέσης αr , β
r

 αντιστοίχως. 

α) Να αποδείξετε ότι η διανυσµατική εξίσωση της ευθείας ΑΒ είναι 

. )αβ(λαr
rrrr

−+=

β) Να βρείτε τα σηµεία της ευθείας ΑΒ στις περιπτώσεις  
i) λ = - 2,   ii) λ = - 1   iii) λ = 1   και   iv) λ = 0. 

γ)  Να βρείτε τις τιµές του λ για τις οποίες τα σηµεία Ρ της ΑΒ ικανοποιούν 
τη σχέση ΑΡ = 2ΡΒ. Στη συνέχεια να βρείτε τα διανύσµατα θέσης των 
σηµείων Ρ. 

 
76. ** Έστω τρίγωνο ΑΒΓ. Τα διανύσµατα θέσης των κορυφών του Α, Β, Γ 

είναι α , 
r β

r
,  αντιστοίχως. γr

α) Να βρείτε τις διανυσµατικές εξισώσεις των διαµέσων Α∆, ΒΕ και ΓΖ του 
τριγώνου. 

β) Να βρείτε το διάνυσµα θέσης του σηµείου τοµής των διαµέσων. 
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